Bibliothèque d'exercices Enoncés 

Ll Feuille n n 18 



Applications linéaires 



1 Définition 

Exercice 1 Déterminer si les applications ft suivantes (de E, dans Fi) sont linéaires : 
/i : (*#) ÉR^ (2a; + y,x- y) 6 R 2 ,/ 2 : fcft*) € R :t ~ (a^s,*) € R 3 

/ 3 ;(x,y,2)6R 3 ^(2j; + i/ + 2,ï/-2 ) x + y)elR ;i 

/ 4 : P £ R[X] Ht P* € R[A"] t / 8 : P G R 3 [X] H* P' g Rs[X] 
A : P € K 3 [X] - (P(-l), P(0), P(l)) e R 3 ,/ 7 : P € R[X] ~ P - (X - 2)P' € R[Y]. 

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel de dimension n et £ une application linéaire de E dans 
lui-même telle que ^ n = et ^ n_1 j^ ti. Soit ie£ tel que !p n ~ l (x) =£ 0. Montrer que la famille 
{x, . . . , ¥ ,n ~ l (^)} est une base de J?. 

2 Image et noyau 

Exercice 3 Et et Z? 2 étant deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d'un espace vec- 
toriel E, on définit l'application f:EixE 2 ->E par /(aft,s&) = xi + #2. 

1. Montrer que / est linéaire. 

2. Déterminer le noyau et l'image de /. 

3. Appliquer le théorème du rang. 

Exercice 4 Soient E un espace vectoriel et *p une application linéaire de E dans E. On suppose 
que Ker (ip) n Im (y>) = {0}. Montrer que, si x f Kcr (#) alors, pour tout n e N : p n (x) ^ 0. 

Exercice 5 Soient E un espace vectoriel de dimension n et / une application linéaire de E 
dans lui-même. Montrer que les deux assertions qui suivent sont équivalentes : 

1. K&if) = M/). 

2. /* = et n = 2ïg(/). 

* 

Exercice 6 Soient / et g deux endomorphismes de E tels que /og = gof. Montrer que ker(/) 
et Im(/) sont stables par 5. 

Exercice 7 Soit / 6 L(E). Montrer que ker(/) n Im(/) = /(ker(/. o /)). 

Exercice 8 Donner des exemples d'applications linéaires de R 2 dans R 2 vérifiant : 
■1. Ker(/) = ïm(/). 

2. Ker(/) inclus strictement dans Im(/). 

3. Im(/) inclus strictement dans Ker(/). 
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3 Injectivité, sur jecti vite, iso m orphie 



Exercice 9 Soit E un espace vectoriel de dimension 3 n {ei.C2,c;i} une base de E. et A un 
paramètre réel. 

¥>( e i ) = ci + ea 
Démontrer que la donnée de tf&ù = ei — en définit une application linéaire tp de E 

, yta) = ci + Àfi 3 
dans E. Ecrire le transformé du vecteur x = aiCi + a 2 e 2 + CKrë* Comment choisir A pour que 
^ soit injective? surjective? 

Exercice 10 

1. Dire si les applications ft x 1 < i < G, sont linéaires 

h : (a:, y) 6 R 2 w (2a- + y, 03 - y) 6 R 2 , 

/ a : (;r, y, *) G R 3 ~ («y, o.t, y) € R 3 , 

/ 3 : P € K[X] i-t a/" + P 6 R(AT], 

A : T € R,[X] H* r' € RJX], 

/s : P € R»[X] M (P(-l), P(0) : P(l)) € R 3 , 

/ 6 : P € R(X] m P- (X - 2)P' 6 E[XJ. 



2. Pour les applications linéaires trouvées ci-dessus, déterminer ker(/i) et Im (/;), en déduire 
si fi est injective, surjective, bijective. 

Exercice 11 Soient R = C n [X\ et A et B deux polynômes à coefficients complexes de degré 
(n + 1) . On considère l'application / qui à tout polynôme P de E, associe le reste de la division 
euclidienne de AP par B. 

1. Montrer que / est un endomorphisme de E. 

2. Montrer l'équivalence 

/ est bijective 4=*- A et # sont premiers entre eux. 

Exercice 12 Soient R et F deux espaces vectoriels de dimension finie et y> une application 
linéaire de E dans P. Montrer que : p est un isomorphisme si et seulement si l'image par -p de 
toute base de E est une base de F. 

4 Morphismes particuliers 

Exercice 13 Soit E l'espace vectoriel des applications de R dans'R, P le sous-espace des 
fonctions paires et / le sous-espace des fonctions impaires. Monter que E = P©/. Donner 
l'expression du projecteur sur P de direction /. 

Exercice 14 Soit E = R„[X] l'espace vectoriel des polynômes de degré < n, et /:/?—* E 
définie par : 

/{P)=P + (1-A')P'. 

Montrer que ] € L(E) y donner une base de ïm / et de Ker(/). 
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Bibl iothèque d 'exercices Indications 

Li Feuille n° 18 

Applications linéaires 



Indication 1 Une seule application n'est pas linéaire. 

Indication 2 Prendre une combinaison linéaire nulle et l'évaluer par ^ n_I . 

Indication 3 Faire un dessin de l'image et du noyau pour / : 1R x R — * K- 

Indication 6 Dire que Kcr(/) est stable par g signifie que g{Kci f) c Ker /. 

Indication 7 Montrer la double inclusion. 

Indication 13 Pour une fonction / on peut écrire 

JW- 2 2' 
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Bibliothèque d'exercices Corrections 

Li Feuille n° 18 



Applications linéaires 



Correction î 1 . f x , / 3 , U t h, /s. h sont linéaires. 

2. / 2 n'est pas linéaire, en effet par exemple /(l, 1,0) + /(l, 1,0) n'est pas égal à /(2. 2, 0). 

Correction 2 Montrons que la famille {x, . . . , y»"- 1 (a) ) est libre. Soient A 0; - ■ • , A n _ i e R tels 
que V^+- ' •+A„-i¥3 n_l (a;) = 0. Alors : ^"'(AoU- • • +A„_ ] ^ n '" l (^)) = °- Mais comme de plus 
$ n = 0, on a l'égalité ip n ~ i (X Q x+- ■ ■+X n - i ip n - l (x)) = V n-1 (Aoa;)+V n (A|x4- - -+A n -n 1 P n " î (a:)) = 
A ^ n_1 {-T). Comme <p n ~ l {x) ^ on obtient A = 0. 

En calculant ensuite <p n ~ 2 (\i<p{x) 4- -•• + A n _,^ n ~ 1 (^)) on obtient Ai - puis, de proche en 
proche, A„_! = • ■ ■ = A = 0. La famille {x, . . . , $ (x)} est donc libre. Elle compte n vecteurs. 
Comme dim (E) = n elle est libre maximale et forme donc une base de E. 

Correction 3 1. ... 

2. Par définition de / et ce qu'est la somme de deux sous-espaces vectoriels, l'image est 



Im/ = fii -r Fa- '" 



Pour le noyau : 



Kei7 = {(xi,x- 2 )|/(ji,x 2 ) = 0} 
= {(xi,x 2 ) 1*1 + ^-0} 

Mais on peut aller un peu plus loin. En effet un élément (aîi, #2) 6 Ker/, vérifie x-\ € E lt 
Xï € E2 et x\ = — x 2 . Donc X\ € E 2 . Donc .Ti G EhOBz- Réciproquement si x € Ey n £ 2 , 
alors (x, -x) G Ker/. Donc 

Ker/ = { [x, -x) \ x € Ex n &}. y ^ 

De plus par l'application x h+ (a:, — $), Ker/ est isomorphe à i?i n E2. 
3. Le théorème du rang s'écrit : 

dimKer/ + dimIm/ = dim(£|Xff 2 )^ è ****** " 

Compte tenu de Fisomorphisme entre Ker / et E\ n E 2 on obtient : 

^ dim(Si n ^) + dim(fî l + E 2 ) = dim(Ej x E2). 

Mais dim(^i x E2) = dim ^ + dim E 2 , donc on retrouve ce que l'on appelle quelques fois 
le théorème des quatre dimensions. : 

d\m{E x 4 £ 2 ) = dim E\ +■ dim E% - dim(Ei D E 2 ). 
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Correction 4 Montrons ceci par récurence : Pour n = 1, l'assertion est triviale : x £ kectp => 
#(x) ^ 0. Supposons que si x ^ kerv? alors (p n ~ ] (x) £ 0, [n > 2). Fixons x £ ker*?. Alors par 
hypothèses de récurrence •/'"'(x) ^ 0, mais^-'fx) = <p{# n ~ 2 (x)) € lui ^ donc ^""'(x) £kcrp 
grâce à l'hypothèse sur tfi. Ainsi ^(^" _1 (x)) f 0, trait ¥>"(*) 5* 0- Ce qui termine la récurrence. 

Correction 5 (i) => (ii) Supposons ker/ = Im/. Soit x € E, alors /(x) € Im/ donc /(x) € 
ker/, cela entraine /(/(x)) = ; donc / 2 = 0- De plus d'après la formule du rang dira ker /-h 
rg / = n, mais dimker/ = dimlm/ = rg/, ainsi 2rg/ = n. 

(ii) => (i) Si Z 2 = alors Im / c ker/ car pour y e Im/ il existe x tel que y = /(x) et 
/(y) = P(z) = 0. De plus si 2rg/ = n alors par la formule Du rang dimker/ = rg/ 
c'est-à-dire dim ker / = dim Im /. Nous savons donc que Im / est inclus dans ker / mais ces 
espaces sont de même de dimension donc sont égaux : ker / = Im /. 

Correction 6 On va montrer g(Kerf) C Ker/. Soit y G //(Ker/). Il existe 2 € Ker/ tel que 
y = g(x). Montrons y € Ker/ : 

m = /&(*)) = / ° *w = 9 ° m - *(o) = 0. 

On fuit un raisonnement similaire pour l'image. 

Correction 7 Pour montrer l'égalité ker/ Dim/ = /(ker/ 2 ), nous montrons la double inclu- 
sion. 

Soit y e ker / n Im /, alors /(y) = et il existe x tel que y = /(x). De plus f 2 {x) - /(/(x)) = K . 
j(y) = donc x € ker/ 2 . Comme y = /(x) alors p € /(ker/ 2 ). Dore ker/n Im/ C /(ker/ 2 ). 
Pour l'autre inclusion, nous avons déjà que /(ker/ 2 ) C J(E) = Im/. Déplus /(ker/ 2 ) Cker/, 
car si y e /(ker/ 2 ) il existe x € ker/ 2 tel que y = /(x), et /*(x) = implique j(y) = donc 
y € ker/. Par conséquent /(ker/ 2 ) C ker/ n Irn/. 

Correction S X. Par exemple /(x,j/) - (0,x) alors Ker/ = Im/ = {0} x R = {(0,*/) | 

!/€»}■ 

2. Par exemple l'identité : /(x.y) = (x,y). En fait un petit exercice est de montrer que 
les seules applications possibles sont les applications bijectives (c'est très particulier aux 
applications de E 2 dans R 2 )- 

3. L'application nulle : /(x, y) = (0, 0). Exercice ; c'est la seule possible ! 

Correction 9 I. Comment est définie <p à partir de la définition sur les éléments de la 
base? Pour x € E alors x s ! écrit dans la base {eu «&» QsK x = a i e i + <*&% + 0:3^3. Et <f> 

est définie sur E par la formule 

» 

<jè(x) = fti^(«i) + 02^(^2) + « 3 ^(e 3 ). , 

Soit ici : 

(j>(x) = («1 + «2 + «s)ci + («1 - «2) + AuâCâ. 

Cette définition rend automatiquement <f> linéaire (vérifiez-le si vous n'êtes pas convain- 
cus!). 

.2. On cherche à savoir si 4* est ïnjective. Soit x € E tel que <&(x) = G donc (ai 4- 02 + 0:3)^1 +■ 
(a-j _ a - 2 ) 4. Aa 3 e 3 = 0. Comme {^i I ca,e s } est une base alors tous les coefficients sont 
nuls : 

ai -i- a-2 + 03 = 0, ai - «2 = G* ^«3 = 0- 
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Si À ^ alors en resolvant le système on obtient a t = 0, o 2 = 0, 03 = 0. Donc x = et 
<£• est injective. 

Si A = 0. alors $ n'est pas injective, en resolvant le mémo système on obtient des solutions 
non triviales, par exemple c*j = 1, a 2 = 1, as = -2. Donc pour ar = e\ H- ^2 - 2eg on 
obtient <t>(x) = 0. 

3. On peut soit faire des calcul soit appliquer la formule du rang. Examinons cette deuxième 
méthode. <f> est surjective si et seulement si la dimension de Iniip est égal à la dimension 
de l'espace d'arrivée (ici E de dimension 3). Or on a une formule pour dimlm<6 : 

dimKer0 I diralm0= dim/?. 

Si A ^ 0, <f> est injective donc Ker<p - {0} est de dimension 0. Donc dimlm^t = 3 et <f> 

est surjective. 

Si A = O alors <\> n'est pas injective donc Kcr<& est de dimension au moins 1 (en fait 1 

exactement), donc diminua < 2. Donc <j> n'est pas surjective. 

On remarque que è est injective si et seulement si elle est surjective. Ce qui est un résultat 

du cours pour les applications ayant l 'espaco do départ et d'arrivée de mémo dimension 

(finie). 

Correction 10 1. f\ est linéaire. Elle est injective (resp. surjective, resp. bijective) si et 
seulement si a j- — 2. 

2. fi n'est pas linéaire. 

3. f 3 est linéaire. Elle est injective. Elle est surjective ssi a = (si a ^ alors on ne peut 
pas atteindre la polynôme constant égale à 1 par exemple). 

4. /"i est linéaire. Elle n'est pas injective (.A(l) = 0) et est surjective. 

5. fr, est linéaire. /& est surjective mais pas injective. 

6. f s est linéaire, fa n'est pas injective (MX - 2) = (J). / 6 est surjective. 

Correction îî 1. Soit P G E et A £ C. alors la divison euclidienne de AP par B s'écrit 
AP - Q.B 4- R, donc en multipliant par A on obtient ; A.(XP) = (XQ)B + XR. ce qui 
est. la division euclidienne de A.(XP) par B, donc si f{P) - R alors f(XP) - AH. Donc 
/(AP) = A/(P). 
Soient P,.P ' € S. On écrit les division euclidienne : 

AP = Q,S 4/2, -4P' = Q'.B 4 flf. 

En additionnant : 

A{P 4 P') = (Q 4 #)fl + (K -h #) t 

qui est la division euclidienne de A(P 4 P') par 5. Donc si /(P) = /?, /(P') = /c' alors 
/(P + /*) = ft + ff = /(P) + /(P'). 

Donc / est linéaire. 
2. Sens =î-. Supposons / est bijective, donc en particulier / est surjective, en particulier 
il existe P G E tel que /(P) = 1 (1 est le polynôme constant égale à 1). La division 
. euclidienne est donc AP = #Q + 1, autrement dit AP - BQ = 1. Par le théorème de 
Bézout, A et B sont premier cotre eux. 
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3. Sens «=. Supposons A, B premiers entre eux. Montrons que / est injective. Soit P € E 
tel que /(/') =- 0. Donc la division euclidienne s : écrit : AP = BQ + 0. Donc B divise .4P. 
Comme A et B sont premiers entre eux, par le lcmmc de Gauss, alors B divise P, Or B 
est de degré n + 1 et P de degré moins que n, donc la seule solution est P = 0. Donc / 
est injective. Comme / : E — * E et E est de dimension finie, alors / est bijective. 

Correction 12 1. Montrons que si y> est un isomo>rphisme ; l'image de toute base de E 
est une base de F : soit B = [û lt , ...e. n } une base de E et nommons B' la famille 

(a) B' est libre. Soient en effet A, , . . . , A„ e R tels que Ài*?(ci) + - - • + A n ^(e n ) = 0. Alors 

V(Aiti + • • • + A n e n ) = donc, comme <p est injective. A^ H h A„e„ = puis, 

comme 5 est libre, Ai = • • • = A„ = 0. 

(b) B' est génératrice. Soit y € F- Comme <p est surjective. il existe x € £ tel que 
y = <p(x). Comme B est génératrice, on peut choisir Ai,--- >A„ € R tels que 3 = 
A, G] + ■ ■ • + A„e„. Alors v = A^, )!••• + A n ^(r: n ). 

2. Supposons que l'image par tfi de toute base de E soit une base F. Soient B = {e\. ... ,e.„) 
une base de E et i?' la base {^(t-i), . . . , v?( ( 'fi)}- 

(a) Im (tp) contient B' qui est une partie génératrice de F. Donc <p est surjective. 

(b) Soit maintenant x e E tel que v(.-r) = 0. Comme B est une base, il existe Ai, . . . . A n e 

R tels que x = Aid H + AfftfW ^°™ *>( x ) = ° - -W( e i) + ■ • • 4- A fl vj(e n ) donc 

puisque B' est libre : Ai = • • - = A n = 0. En conséquence si ip{x) = alors x = : ip 
est injective. 

Correction 13 1. La seule fonction qui est à la fois paire et impaire est la fonction nulle : 
Pn F = {0}. Montrons qu'une fonction j : R — * R se décompose en une fonction paire 
et une fonction impaire. En effet : 



■ ' \ 
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f/.\ r' ~> 



La fonction x *-> *» 'j r ' est paire [le venner s), ta louction x •— " ' 2 " — ' cst impaire. 
Donc P+ / = E. Bilan : £ = P© /. 



/(j)t/( j> ïsj ous avons bien ?r ott - tt, tt(/) € P et Ker?r = f. 



4i 1 r . i •_ i- r.-. . 



2. Soit P tel que /(P) = 0. Alors P vérifie Fcquation différentielle 






Dont la solution est P = A(X - 1), A e R. Donc Kcrf est de dimension 1 et une base est 



J ■ ■■■■ « - > - -T > t-..— ^' » 



uni i im j — uiiii a^„|-'* I ~" «iini ivci j |i^T M i — rt. 

Il faut donc trouver n vecteurs linéairement indépendants dans Im/. Evaluons f[X K ) 1 
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Cela donne /(l) = 1, f(X) = 1,/fX 2 ) = -X 2 +2X i ... on remarque que pour k = 2, . . . n, 
f{X k ) est de degré k sans termes constant. Donc l T ensCrnble 

{f{X),f(X%...J(X")} 

est une famille de n vecteurs, appartenant à Im /, et libre (car les degrés sont distincts). 
Donc ils forment une base de Im/. 
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Exercices! 



^ ^ Contrôles Continus ^ ^ 

Langues mtu^S ti 

Thermodynamique -^ # ^ S 

Multimedia [jlVGfS 
Economie Travaux Dirigés ±i 

Chimie Orqanique 2 

Q 

et encore plus.. 



